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Resumen

Se postula una nueva ecuacién de la funcién del corrimiento hacia el rojo para
atravesar un agujero de gusano con simetria esférica del tipo Morris-Thorne
estabilizado con energia fantasma, caracterizas por incumplir la condicién de energia
débil, como se demuestra con tres ejemplos. Por tltimo, se determina el valor de w
de la ecuacién de estado a partir de una nueva funcién del corrimiento hacia el rojo
tal que se cumpla la condicién w = —1.
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1 Introducciéon

Morris La posibilidad de emplear agujeros de gusano para viajes interestelares ha sido posible
gracias a las ecuaciones presentadas por Morris y Thorne [1, 2], las cuales expresan cémo se
conectan dos regiones diferentes de nuestro universo o como atravesar distintos universos a
través de un agujero de gusano.

Hasta la fecha se han publicado numerosos trabajos referidos a la expansion acelerada
de nuestro universo [véase por ejemplo [3, 4, 5] y las referencias ahi citadas|, causada por
la presencia de materia oscura (dark matter), lo cual implica que @ = 0 en la ecuacién de
Friedmann, es decir:

47
a

@ =——a(p+3p) >0 (1)

Por otra parte, es conocido que la ecuacion de estado viene dada por la relacién p = wp donde
py pson la presion y la densidad de energia, respectivamente, con un rango posible de valores
de w que satisfagan la ecuacion de Friedmann. En el caso de que w esté comprendida entre —1
y —1/3, se denomina el modelo de quintaesencia (del inglés Quintessence), como lo definieron
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Caldwell, Dave y Steinhardt en 1998 [6]. En el caso que tenemos: w = —1, corresponde a un
fluido de densidad de energia constante asociada con la constante cosmoldgica [7]. Finalmente,
cuando w < —1 se denomina fantasma (phantom energy) que es justamente la condicién que
se analizara en este trabajo.

2 Energia Fantasma

La caracteristica fundamental de la energia fantasma es que la densidad de energia aumenta
a medida que el universo se expande a un ritmo més acelerado del que ocurria con una constante
cosmoldgica [8].

El satélite WMAP ha confirmado que aproximadamente el setenta por ciento de la energia
de nuestro universo es del tipo oscura, y un estudio publicado por Komatsu y colaboradores
llegaron a establecer que el valor de w es cercano a —1, para ser mas exacto, w = —1.10 +0.14
de acuerdo a WMAP+BAO+H, (detalles de la nomenclatura y célculo en [9]), y este valor
negativo ha permitido conceptualizar la existencia de los agujeros de gusano. Sin embargo,
este tipo de energia trae como consecuencia que en un determinado momento del tiempo
ocurrird una catastrofe conocida como Big Rip (traducida como el Gran Desgarro). Al respecto,
Gonzalez-Diaz indicé que los agujeros de gusano de tamano de Planck pueden aumentar de
tamano rapidamente hasta llegar a sobrepasar el tamano del universo, pero “explotan” justo
antes de que ocurra el Big Rip, evitando asi esa catastrofe [10].

En la proxima seccién se comenzara a derivar una nueva ecuacion de la funcion del
corrimiento hacia el rojo para atravesar un agujero de gusano segin el modelo presentado
por Morris-Thorne [1], que admite los viajes intergaldcticos [detalles en la referencia [2]], de
acuerdo al procedimiento descrito por Garattini y Lobo [12]. Posteriormente se derivan dos
funciones del corrimiento al rojo de acuerdo al procedimiento anterior, hasta que finalmente se
plantea una nueva funcion que satisface las condiciones del viaje intergalactico.

3 Derivacién de la funciéon del corrimiento al rojo

El punto de partida de nuestro analisis es considerar un elemento de linea estatico y simétrico
en coordenadas esféricas dado por [1]:

ds* = —**dt? + eMdr? 4 r?(df* + sen® 0d¢?) 2)

donde ®(r) determinard la funcién del corrimiento hacia el rojo gravitacional, también
conocido por su nombre en inglés redshift, mientras que e esta dado por

e = —— (3)

donde b(r) es la funcién de forma que fue descrita en [1]. De hecho, si el radio de la garganta
del agujero lo definimos como r,, entonces se debe cumplir una serie de requisitos por los cuales
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sea del tipo atravesable, los cuales son b(r,) = r,. Asimismo, para garantizar la formacién
del agujero de gusano se debe mantener la condicién b'(r,) < 1y b(r) < r, donde la prima
representa la derivada con respecto a r. Finalmente, y como se describe en [1], debe tenerse
b—br
2b?
gusano y pueda emplearse para viajar a través de €l por su garganta, manteniendo la condicién
de energia débil, es decir, p+ p < 0 [11].
La solucion de la ecuacion de campo de Einstein es

> 0, que son justamente las condiciones para que exista un agujero de

presente que

Guv = 87TTuv (4)

donde se ha considerado el sistema de unidades G = ¢ = 1.

Por la literatura sabemos que la expresién del tensor energia impulso 7, estd dado por
Tw = (p + p)uytty — Pguy, donde se debe cumplir la condicién w,u, = —1. Por lo que las
ecuaciones de campo de Einstein se obtienen de la expresién (2) considerando la ecuacién (4):

b
Gtt . 71_2 = 87Tp (5)

2r(r —b)® — b
G O 20, (6)

2r2(r — b)(D" + B2+ r[(2—b)r —b] —br+b
2r3

teniendo presente que py(r) es la presién medida en las direcciones laterales (ortogonal a la
direccién radial). De las ecuaciones (5) y (6) facilmente se deduce

Goo : = 8mpy (7)

b = 8mpr? (8)

o — 8mp, 13 + b
2r(r — b)

Al integrar la ecuacién (8) obtenemos
b(r) = b(ro) + frz 8mp(r)ridr

Si evaluamos la ecuacion anterior en r = ry , es sencillo comprender que se puede definir
b(r) = 2m(r), ya que

m(r) = 7“_20 - f;; 47 p(r)ridr
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lo que permite asociar a m(r) como una distribucién de masa del agujero de gusano ya que
el segundo término es claramente la ecuacion de una masa efectiva en el interior de una esfera
de radio 7, y justo en el limite cuando r — oo se obtendra la masa del agujero de gusano.

En paralelo, es posible derivar una expresion que relaciona la presién radial con la lateral
partiendo de la ecuacién (7), y eliminando los términos de b y ®”, hasta poder alcanzar

p, = %(pt —pr)— (p+p,)? (10)

De la ecuacién de estado se conoce que p, = wp de modo que al ser w < 1, la (9) se puede
reescribir como

- w(r)rb (r) + b(r)
¢ = 2r[r — b(r)]

(11)

gracias a la relacién (8) que vincula la densidad radial con b'.

Esta ultima ecuacién permite derivar la expresion del corrimiento hacia el rojo integrandola
con el pardmetro radial. Para ello, se va a suponer la siguiente expresién de w(r) la cual debe
cumplir la condicién de energia fantasma, es decir, w(r,) < —1 y que ademéds es —1 < w(r),
por lo que se puede suponer una funcién [9]:

wir) = —a?+ 2 (1= ) (12)

donde a y S son constantes.

Para poder integrar la ecuacién (11) es necesario también suponer una expresiéon de b(r)
y para ello, se van a considerar tres funciones diferentes las cuales se analizan a continuacion,
donde el Primer caso solo se esta reproduciendo el resultado publicado en la literatura cientifica
y permitirnos nuestra metodologia. Los dos casos restantes se generalizan dichos resultados,
hasta que finalmente se plantea una nueva funcién hacia el rojo, objetivo final del trabajo.

) T
Primer caso: b(r) = r, + °r, (1 — —O>
”
Consideremos la funcién de forma introducida por Garattini y Lobo [12] permitiéndole
derivar una funcién del corrimiento hacia el rojo, y de esa manera, se verifica el procedimiento
descrito en el presente trabajo. Ellos plantean una funcién de forma dada por la siguiente
ecuacion:

b(r) =710+ 1, (1 - %) (13)

Dicha ecuacién, como se indicé anteriormente, debe cumplir las condiciones anteriormente
~ . , !
senaladas, es decir, b(r) < r, asi como b(r,) = r,. Por otro lado, debe mantenerse que b (r,) < 1
de modo que al derivar la expresién b(r) obtenemos
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2,.2
R
b(r)= = <1
lo cual condiciona que la constante v debe estar en el rango de valores 0 < ~? < 1.
b—1b
Finalmente, se debe cumplir que TJ > 0, es decir:
T r2~2
/ o o 1-— _0) 20
b—br _ Tt ( r )7 r
2 2
e (-5
r

efectivamente es mayor que cero si colocamos r = r, para su facil identificacién.
Al sustituir la expresién de b(r) dado por la ecuacién (13) asi como w(r) de acuerdo a (12),
en la férmula (11) correspondiente al corrimiento hacia el rojo, obtenemos

cowrh +b 0 rPro(1+92) = B2 — 22 (1 + o — 3?)

C2rfr—b] 2r2[y2ro(ro — 1) +1(r —1,)]

Al integrar la ecuacién anterior, nos da

N ro” 4 In(r — ro)(e®y? = 1) In(r)[y’(+0?) + 52]+

er)=C+ =, 2(72 — 1) 22 (14
L (=) + (82 = o?)y? = 7]
29 (v* = 1)

A pesar de haber realizado las consideraciones para que estas ecuaciones permitan que se
pueda viajar a través del agujero de gusano, el tercer término de la ecuacién (14) presenta un
horizonte, por lo que facilmente se puede evitar si se considera a a? = 1/4%, y por carecer de
alguna evidencia experimental, solo es posible suponer C' = 0; por lo que la ecuacién (14) serd
entonces

(I)(’f’) _ Toﬁz + (1 +'72 + 52) In (T - To’72)

1
2r 272 r (15)

El préximo paso es verificar que estda tultima ecuacion realmente viole la condicién de
energia débil indicada en la secciéon anterior, i.e., p+ p < 0, es decir:

1 (br+2r(r—b)d —b r2(14w
pipm L (EETOSDY ) )
r

8 73

y a raiz que w es menor o igual que —1, se verifica que viola la condiciéon de energia antes
indicada.

115



CLIC Nro. 15, Aho 8 - 2017
Derivacion de la funcion del corrimiento hacia el rojo en agujeros de gusano del tipo Morris-Thorne ...

Segundo caso: b(r) = /rrg

Siguiendo el procedimiento anterior, consideremos ahora una funcion que fue postulada por
Lemos y colaboradores [13] dada por b(r) = /77, por lo que,

To
2./rro

7 ].
Verificamos que b (r,) = 3 < 1, asf como,

b'(r) =

b—1b 1
" _ >0

202 4,/rrg

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (11), obtenemos que

B —B%r2 + rry(a® — 3% — 2)

B T Wy

Al integrar, tenemos

2

ym:a+(“ia)mm@—(M;Z)mwﬁ_%)

al igual anterior, se presenta un horizonte y por ende, se debe imponer la condicién o = v/2.
Asimismo, anulemos la constante de integracién por carecer de evidencia experimental, de
modo que la ecuacién anterior sera igual a,

_ =B+ 2yr7)
n 4r

_ BPro(2yfrmo) + 1o

4rr,

O(r)

Solo resta verificar que se incumple la condicién de energia débil al obtener una expresion
negativa, dada por,

—V/To[8%r0 + (1 + 5°)]

16774

p+p=

Donde se verifica que satisface el requisito para mantener abierto el agujero de gusano.

Tercer caso: b(r) = ry (L)

To

Consideremos otra expresién para la funcién de forma b(r) presentada en [12]:

bu)—ro(i)n (16)

To
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donde n es una constante, tal que se cumple que b(r,) = 7,, b (r,) = n y para que se cumpla
que b'(r,) < 1, entonces n < 1 y mayor que cero. De esa manera, repitiendo el procedimiento
anterior para deducir la expresion del corrimiento hacia el rojo, es decir, sustituyendo la
expresion (16) y su derivada en la ecuacién (11), encontramos que

o ro (-)2 821, + (n(a® — B2) — 1)r]

ReE

Integrar esta ultima ecuacién es muy laboriosa, y por eso se va a suponer que w es un valor
constante (independiente de ), y por ende, la integracién de esta ultima ecuacién serd igual a

1 /14+nw T,
P(r) = - 1 1
(r) 02+2<n—1)n(7“07“”—r{;r) (7)

en donde se puede considerar Cy = 0. Bajo esta tltima suposicion, al calcular la expresion
del calculo de la energia débil dada por

n (%)n ro(1 4 w)

s

ptp=

nuevamente esta ultima expresion es negativa a raiz que w debe ser menor o igual a —1,
requisito impuesto al suponer una energia fantasma.

4 Determinacién de w para validar una funciéon de corrimiento al rojo

A diferencia del paso anterior, se realiza el proceso inverso, es decir, se parte de una definicién
de la funcién del corrimiento asi como de la funciéon de forma deducidas en el apartado 3. En
este caso, consideraremos una funcién de forma dada por la expresién (16), y se va a definir

una nueva funcién ® semejante a las anteriores, tal que se cumpla w(r,) = —, la cual serd
n

O(r)= LI (1) (18)

T To

De esa manera, al despejar la expresién de w en (11), y sustituyendo en (16), nos conduce a

2r(r —0)® —b _ (%)n {QTO (ln (rio) - 1) - T] i (:_0) o (19)
20)
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Cuando r = r,, el valor de w(r,) = —, y se cumple que w < —1 (requisito presentado en
n

la referencia [11]).
Al determinar la expresién p + p, entonces,

() () {2 () )

8t

p+p=

se verificara si estas expresion violan la condicién de energia débil cuando se impone la
condicién r = r, en la expresién anterior, se obtiene

y como se indico en la seccién anterior, n debe ser menor que 1, por lo tanto, la funcién
propuesta en la ecuacién (18) igualmente viola la condicién de energia débil.

Una vez obtenidas esas funciones (la de forma y la de corrimiento), es posible determinar las
expresiones de los términos de Christoffel, tensor de Ricci y tensor de curvatura, entre otros, lo
cual se abordara en un proximo trabajo, asi como considerar el tensor de Einstein-Maxwell para
comparar dichos resultados. A modo de ejemplo, en el apéndice A se indican las expresiones
diferentes de cero de los términos de Christoffel si la funcién de corrimiento hacia el rojo y la
funcién de forma estan dadas por (15) y (13), respectivamente.

5 Conclusiones

Se han determinado las expresiones del corrimiento hacia el rojo gravitacional de un agujero
de gusano con la condiciéon de que sea del tipo atravesable para permitir el viaje intergalactico
suponiendo tres funciones de forma diferente. Asimismo, se determina el valor de w a partir de
una nueva funcion de corrimiento al rojo donde se verifica que w <~ —1 e igualmente viola la
condicion de energia débil; si dicho agujero esta estabilizado con energia fantasma.

Apéndice A

Los valores de los coeficientes de Christoffel se obtuvieron tras evaluar la expresién (2) con
la funcién derivada del corrimiento hacia el rojo descrita en (15), y la funcién de forma definida
en (13) con excepcién del término I'}, cuya expresién era demasiado extensa en comparacién
con el resto de los términos descritos en el trabajo:

ro_ ro(v*(2ro — 1) — 1)
" 2rory2(rg — 1) — 212 (r — 1)
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1
6 _1d _
F’I’,Q_FT',‘I)_;

I = 727’0(7”—"”0)—7‘(7”—7’0)
0,06 — r

Fg”q, = cot ()

B sen? 0[y2ro(r —ro) +1r(ro — )]

|
o,P .
I‘%’q) = —cosfsenf
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