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Resumen

Se determina la funcién de forma de un agujero de gusano del tipo Morris-Thorne en
un espacio no-conmutativo, considerando una teoria de gravedad modificada f(R).
Finalmente, se verifica que viola la condicién de energia que es un requisito para
mantener abierto un agujero de gusano de acuerdo a la literatura cientifica.
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Introducciéon

Morris y Thorne [1] han propuesto una serie de condiciones que pueden permitir utilizar a
los agujeros de gusano como una estructura del tipo tinel que conecta dos regiones del universo,
permitiendo viajar grandes distancias del espacio en el menor tiempo posible. Asimismo, se ha
planteado la posibilidad de emplearlos como maquinas del tiempo con la condicién que no se
cambien los eventos del futuro [2].

Snyder [3], [4] emple6 por primera vez una discretizacion del espacio tiempo basada en una
geometria no-conmutativa caracterizada por la siguiente relacion [5(\5(\]] = i0;;, donde 0;; es
una matriz antisimétrica con dimensiones de longitud [mayores detalles en [5], [6], y retomadas
posteriormente por Connes [7] asi como Fujikawa [8], por citar algunos ejemplos.

Dicha geometria ha explicado por ejemplo, modelos que explican la aceleracion del universo
[9], la creacién de la materia en el universo [10], descripcién de agujeros negros [11] asi como
en agujeros blancos [12], entre otros.

Con el uso de dicha geometria, Nicolini y colaboradores [14] seleccionan un ansatz que
corresponde a una métrica simétrica y estatica expresada por

Pr) = e 0




Centro Nacional de Desarrollo e Investigacion en Tecnologias Libres (CENDITEL) - -
Revista Electronica Conocimiento Libre y Licenciamiento (CLIC), Mérida - Venezuela b ‘

ISSN: 2244-7423

Aqui m, es la masa contenida en la regién comprendida v/#. Gracias a esta relacién, y
teniendo presente el elemento de linea estatica y simétrica en coordenadas esféricas de acuerdo
a Morris y Thorne [1]:

dr?
1— kr2— 0

donde ¢(r) y b(r) son la funcién del corrimiento al rojo gravitacional y la funcién de forma,
respectivamente. Los tres valores posible de k corresponden a 0, —1y + 1 para un espacio plano
o curvatura nula, espacio abierto con curvatura negativa y cerrado con curvatura positiva,
respectivamente. La ecuacion de campo de Einstein viene dada por G,, = 87T, donde T}, es
el tensor de energia momento, las ecuaciones de Einstein vienen expresadas como (considerando
un sistema de unidades ¢ = 1 asi como 871G =1 ):

ds? = —e2) qp2 1 + 72(d6? + sen®0d¢* (2)

3kr? + b
Gtt : T =p (3)
2r(r — kr® —b)¢' — b — kr®
Grr . ( 7’3) = Dr (4)

2r2(r — kr® = b)(¢" + ¢*) + ¢'r[(2—V)r —b—4kr®] — 2kr® —b'r +b
2r3 a

donde la ' denota la derivada con respecto a r. Teniendo presente que p, corresponde a
la presion radial mientras que p; es la presion lateral medida justo perpendicularmente a la
direccién radial, dicho conjunto se considera como la solucién de la gravedad de Einstein. A
continuacién se determina la funcién de forma b(r) asi como la teoria f(R).

Gop - Dt (5)

Funcién de forma b(r)

Si sustituimos la expresiéon de la densidad de energia dada por (1) en la ecuacién (3),
encontramos que la funcién de forma viene dada por

2

2 —r_
V(r) = S22 3y
8(md)2
Al integrar esta tltima ecuacion obtenemos la expresion de la funcién de forma:
m 3 T —r2
b(r) = ——=(Vmb2erf(—=) — Ore e ) — kr® + ¢ 6
(r) 4(7T9)%( f(2\/5) ) (6)

donde C' es una constante de integracion, y erf es la funcién de error definida como

erf(x) = %/0 et dt
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A continuacién adoptamos un modelo donde se emplea la teoria de gravedad modificada
f(R), que no es mas que considerar términos adicionales a las ecuaciones de campo de Einstein
que son resultado de una generalizacion de la accion de Einstein-Hilbert con términos adicionales
del escalar de curvatura descrito por R (ver por ejemplo [14] y [15]).

Presiéon radial p,

La presién radial p, estd dada por la ecuacién (4), y si consideramos un valor constante del
corrimiento al rojo, ¢ = ¢y, obtenemos:

—b(r) — kr?
L (7
De modo que al sustituir la expresion de la funcién de forma deducida en la ecuacién (6) y
suponer una curvatura plana (k = 0), obtenemos:

__m o
Ar3(mf)2 2v/0

Esta tltima ecuacion se empleard mas adelante cuando se determine la expresién de energia
p+p. <O0.

(Vrbher f(——) — Orer) (8)

Pr =

Teoria f(R)

Las ecuaciones de campo en teorfas f(R) fueron introducidas por Weyl y Eddington, quienes
publicaron una teoria de gravedad basada en lagrangianos cuadraticos, es decir, proporcionales
al cuadrado del escalar de Ricci [14],[15]. Por simplicidad consideremos k igual a cero, de modo
que las ecuaciones vienen dadas por:

Fv

Gttir—Q—P (9)
9 b F bF_
Gr'r'_F (1_;)+ﬁ(br_b)_r_3_pr (10)
F’ b F ,
G99-7(1—;)+2—r3(b—b7“)—pt (11)

La funcién de forma dependera de la modificacién de la expresion de la gravedad. Si
consideramos el caso mas sencillo, su dependencia sera una funcién de la ley de potencia de
acuerdo a la siguiente expresion:

F(R) = aR" (12)

Fdf

g » de modo que tenemos:

donde R es el escalar de Ricci, y
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20
Ry =2 (13)
r
por lo que al sustituir (13) en (12), se obtiene
20,
F(R) = a(=3) (14)

A partir de estas ecuaciones es posible derivar la expresion general de la funcién de forma
del agujero de gusano al despejar la expresiéon de O'(r) segin (9), es decir:

2(14n) o
V(r)"tt = mr—geW (15)
a(4nf)22n

Esta iltima ecuacion es una expresion general que nos permite obtener la funcién de forma.
Para realizar la integracién, se va a considerar cinco valores diferentes de n. A continuacion se
indica la solucién que corresponde a para n = 1.

Para n = 1, la funcién de forma b(r) se obtiene a partir de la ecuacién (13) dada por:

El término dentro del paréntesis es un valor constante y lo podemos definir como mj, donde

el superindice nos indica el valor de n del cual fue derivado, en este caso n = 1, asi que lo
2

. . =T L /7 .

podemos reescribir como V' (r) = mir?ese . Integrando esta ecuacién tras reagrupar términos,

alcanzamos la siguiente ecuacién:

r

\/é) — 4fre | (16)

b(1r)pe1 = m} [2g ﬁ@gerf(

N

2

En la Tabla 1 se muestra los resultados del procedimiento anterior para n = 2 hasta n = 5;
mientras que la figura 1 se muestran las funciones de forma b(r) para n = 1 (en azul), n = 2
(en rojo), n = 3 (en verde), n = 4 (en fucsia) y n = 5 (en negro), considerando 6 = 0.02, a = 1
y m = 20. Es interesante destacar que la funciéon de forma para n = 2 hasta 5 presentan el
mismo comportamiento, con excepcion de la solucién obtenida con n = 1.
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Tabla 1: Resultados de la funcién de forma factor b(r) obtenidos para n igual 2 hasta 5 (detalles
en el texto), donde se definen las constantes m{, para cada valor de n.

n b(T’) my
- - 77,2 3/ m
m%[QB%ﬁQ%erf(Q\/gﬁ) — 60reT2o | 2\/%
2 ¢ /m 3
3 mg[16\/779%€7”f(4f/g> — 80re o | %
2 5/m
4 | mi[25% /m0zerf(; 1) — 100re 7] Z(VNG;M%
, 2 7
5 m8[26%ﬁ9%erf(2\;@) — 120re=mw | Wi;%

Finalmente, recordemos que Morris y Thorne [1] senalaron que para mantener abierto un
agujero de gusano se cumple la condicion p+p, < 0. De manera que paran = 1, y considerando
las ecuaciones (1) y (8) obtenemos:

m —r? m 3 r —r2

9 - - 2 — ) — 10
(4W0)%e 47’3(7r9)% (V70 67‘f(2\/§) Ore i) (17)
Por simplicidad, se muestra en la figura 2 los resultados de evaluar dichas ecuaciones cuando
consideramos m = 20, a = 1, y § = 0.001 para una de las funciones de forma b(r) en cada
valor de n que estan indicados en la Tabla 1 . En color azul, rojo, verde, fucsia y negro se
representan los resultados de evaluar las expresiones de p + p, correspondientes an =1,2,3,4
y 5, respectivamente. En todos esos casos se observa que p + p, es negativa, condicién ya

mencionada en la literatura cientifica.
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Figura 1: Funcién de forma del agujero de gusano (ver texto para detalles).
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Figura 2: Gréfica de D = p + p, en funcién de r (ver texto para detalles).

Conclusiones

Se determiné la funcién de forma de un agujero de gusano del tipo Morris-Thorne en un
espacio no-conmutativo, donde se ha considerado una teoria de campo modificado gravedad
f(R). Con dicha geometria, igualmente se verifica que para mantener abierto dicho agujero
(ver figura 2), es necesario violar la condicién de energia p + p, < 0 como se plante6 en el
trabajo publicado por Morris-Thorne.
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